
INTRODUCTION A L’ANALYSE DE LA ROBUSTESSE
via une approche pratique de la µ-analyse

Jean-Marc Biannic

ONERA/DCSD - Toulouse, France
biannic@onera.fr

http://www.onera.fr/staff/jean-marc-biannic/
http://jm.biannic.free.fr/

Formation SUPAERO

2013-2014



1. Forme standard 2. Principe 3. Bornes 4. Applications

INTRODUCTION ET CONTEXTE

1 Objectif général

2 Une solution classique via les simulations de Monte-Carlo

3 Incertitudes de modèle

4 Dynamiques négligées

5 Incertitudes paramétriques

6 Problèmes traités par la µ analyse

2 / 56INTRODUCTION A L’ANALYSE DE LA ROBUSTESSE (J-M. BIANNIC)



1. Forme standard 2. Principe 3. Bornes 4. Applications

OBJECTIF GENERAL

Constat : La synthèse de lois de commande repose
nécessairement sur un modèle mathématique (souvent
linéaire) simplifiant le processus réel parfois mal connu.

Hypothèse fondamentale : Plutôt que de définir un modèle
unique très complexe, faisons alors l’hypothèse que le
comportement du processus puisse être décrit par un
ensemble de modèles plus simples.

Objectif : Vérifier que la loi de commande (synthétisée sur
un modèle) donne de bonnes performances sur l’ensemble de
ces modèles. Si c’est le cas, on peut garantir qu’elle donnera
de bonnes performances sur le système réel.
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SOLUTION CLASSIQUE : MONTE-CARLO

Un ensemble de modèles paramétrés en fonction de quelques
paramètres physiques.

Maillage du domaine des valeurs possibles des paramètres
physiques. Calcul du modèle en chaque point, application de
la loi de commande, vérification des bonnes performances de
la boucle fermée obtenue.

Premier problème : explosion combinatoire du temps de calcul.

Deuxième problème : prise en compte des pire-cas ?

→ La µ analyse permet de résoudre ces deux problèmes : valider la
loi de commande sur un continuum de modèles, avec un volume
de calcul croissant de façon polynomiale avec le nombre de
paramètres incertains.
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INCERTITUDES DE MODÈLE

Un modèle ne permet jamais de représenter parfaitement le
comportement réel d’un processus :

Incertitudes en haute fréquence (dynamiques négligées)

Incertitudes sur les paramètres décrivant le modèle physique
du processus (masse, inerties, coefficients aérodynamiques)

Paramètres variant plus ou moins vite dans le temps :

masse d’un lanceur en phase atmosphérique : variations rapides
masse, vitesse, altitude d’un avion civil : variations lentes

Phénomènes non-linéaires

phénomènes aérodynamiques aux grands angles
saturations des actionneurs
retards de transmissions
processus intrinsèquement non linéaires
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DYNAMIQUES NÉGLIGÉES (1/3)

Origine physique : dynamiques mal connues voire inconnues,
absentes du modèle représentant le processus qui est
généralement issu d’une procédure d’identification sur une
bande limitée de fréquences

Risque : si le correcteur a une trop grande bande passante, il
peut exciter le système dans une zône de fréquences où on
connaît mal ou pas du tout son comportement.

⇒ Instabilité !
⇒ Nécessité d’analyser la robustesse du correcteur à une ou

plusieurs dynamiques négligées.
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DYNAMIQUES NÉGLIGÉES (2/3)

Dynamique négligée = une matrice de transfert ∆(s) stable,
totalement inconnue, sauf une contrainte sur sa norme H∞ :

‖∆(s)‖∞ ≤ 1 ⇔ ∀ω σ(∆(jω)) ≤ 1

Rajout d’une pondération fréquentielle W (s), e.g.

G(s) = G0(s) + W (s)∆(s)

A une pulsation ω donnée, ∆(jω) devient un "bloc complexe
plein", i.e. une matrice complexe quelconque, inconnue, sans
structure particulière, vérifiant seulement la contrainte de
norme σ(∆(jω)) ≤ 1.
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DYNAMIQUES NÉGLIGÉES (3/3)

✲ ✲ ✲

✲

❄✲ ✲ ✲
✻

✲

❄+

-
K(s)

+

+
G(s)

+

+

∆1(s) ∆2(s)
z1 w1 z2 w2

Rajout de pondérations fréquentielles.

∆1(s) = 0 = ∆2(s) : boucle fermée nominale
asymptotiquement stable.

Test de robustesse : boucle fermée stable ∀∆i(s) vérifiant
‖∆i(s)‖∞ ≤ 1 ?

Marge de robustesse : plus grande valeur de k telle que la
boucle fermée reste stable ∀∆i(s) vérifiant ‖∆i(s)‖∞ ≤ k ?
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INCERTITUDES PARAMÉTRIQUES (1/3)

{

ẋ = A(δ)x + B(δ)u
y = C (δ)x + D(δ)u

δ = (δi)i∈[1,N ] = vecteur des incertitudes paramétriques δi .
Incertitudes paramétriques normalisées δi ∈ [−1, 1].
δ = (δi)i∈[1,N ] appartient à l’hypercube unité :

D = {δ | − 1 ≤ δi ≤ 1}

Garantir la stabilité de la boucle fermée ∀δ ∈ D.
Marge de robustesse = plus grande valeur de k, telle que la
boucle fermée soit stable ∀δ ∈ kD.
Incertitudes de modèle à l’intérieur de la bande passante, i.e.
dans la zone de fréquences où le modèle est valable, par
opposition aux dynamiques négligées, situées aux fréquences
élevées.
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INCERTITUDES PARAMÉTRIQUES (2/3)

β̇ = Yββ + (Yp + sinα0)p + (Yr − cosα0)r +
g

V
φ+ Yδpδp + Yδrδr

ṗ = Lββ + Lpp + Lr r + Lδpδp + Lδrδr

ṙ = Nββ + Npp + Nrr + Nδrδr

φ̇ = p + tanθ0 r

ny = −
V

g
(Yββ + Ypp + Yrr + Yδpδp + Yδrδr)

ay = ny −
x

g
ṙ +

z

g
ṗ

x = [β, p, r , φ], u = [δp, δr ], y = [ny, p, r , φ].

Yβ = Y 0

β (1 + δ1)

Yp = Y 0

p (1 + δ2)
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INCERTITUDES PARAMÉTRIQUES (3/3)

Normalisation des incertitudes

Yβ = Y 0
β (1 + δ1)

Yp = Y 0
p (1 + δ2)

δi ∈ [−0.1, 0.1] : variation de ± 10 % des coefficients.

Yβ = Y 0
β (1 + 0.1δ1)

Yp = Y 0
p (1 + 0.1δ2)

δi ∈ [−1, 1] : variation de ± 10 % des coefficients.
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PROBLÈMES TRAITÉS PAR LA µ ANALYSE

Prise en compte de paramètres incertains, de dynamiques
négligées, voire de retards et quelques non-linéarités.

Incertitudes de modèle LTI (Linear Time Invariant).

Boucle fermée LTI.

Garantir que les pôles de la boucle fermée incertaine
appartiennent à une région du plan complexe, sous l’hypothèse
que les pôles de la boucle fermée nominale appartiennent à
cette région (demi-plan gauche, cercle unité, secteur tronqué).

Garantir qu’une fonction de sensibilité en boucle fermée vérifie
un gabarit fréquentiel malgré des incertitudes de modèle, sous
l’hypothèse que la fonction de sensibilité associée à la boucle
fermée nominale vérifie ce gabarit (performance H∞).

Lien entre la performance modale ou H∞ et la performance
temporelle.
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PLAN

1 Calcul d’une forme standard

2 Principe de la µ analyse

3 Calcul des bornes de µ

4 Applications
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FORME STANDARD : LFT

✛

✲

✲ ✲

P

∆2

z1w1

∆1

✲ ✲

✛

✲

P
w2 z2

Fl(P,∆2) = P11 + P12∆2(I − P22∆2)−1P21

Fu(P,∆1) = P22 + P21∆1(I − P11∆1)−1P12

P =

[

P11 P12

P21 P22

]
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MISE SOUS FORME LFT

✛

✲

✲ ✲u y

∆

H(s)
w z

Introduction d’incertitudes paramétriques dans le modèle physique
du processus :

ẋ = A(δ)x + B(δ)u

y = C (δ)x + D(δ)u

Mise sous forme LFT :

y = G(s, δ)u = Fl(H (s),∆)u avec ∆ = diag(δ1Iq1
, . . . , δnIqn )
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MISE SOUS FORME LFT : cas particulier

ẋ = (A0 +
∑

i

δiAi)x + (B0 +
∑

i

δiBi)u

y = (C0 +
∑

i

δiCi)x + (D0 +
∑

i

δiDi)u

[

ẋ

y

]

=

(

P0 +
∑

i

δiPi

)

[

x

u

]

Pi =

[

Ai Bi

Ci Di

]

P0 +
∑

i

δiPi = Fl

([

H11 H12

H21 H22

]

,∆

)

= H11 + H12∆(I − H22∆)−1H21

avec : ∆ = diag(δiIqi
).

H22 = 0, H11 = P0.
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MISE SOUS FORME LFT : cas particulier

∑

i

δiPi = H12∆H21

Pi = UiVi = (n ∗ qi) ∗ (qi ∗ m) qi = rg(Pi)

δiPi = Ui δiIqi
Vi

δ1P1 + δ2P2 = δ1U1V1 + δ2U2V2 = [U1 U2]

[

δ1V1

δ2V2

]

= [U1 U2]

[

δ1Iq1
0

0 δ2Iq2

] [

V1

V2

]

∑

i

δiPi = [U1 . . . Un ] diag(δiIqi
)







V1

. . .
Vn






= H12∆H21
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MISE SOUS FORME LFT : cas général

✛

✲

✲ ✲u y

∆

H(s)
w z

ẋ = A(δ)x + B(δ)u

y = C (δ)x + D(δ)u

y = Fl(H (s),∆)u avec ∆ = diag(δ1Iq1
, . . . , δnIqn )
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MISE SOUS FORME LFT : cas général

Les éléments des matrices sont des fonctions polynomiales,
voire rationnelles des incertitudes paramétriques δi : des
méthodes existent.

Problème de la minimalité de la représentation :

Fl(H1(s),∆1) = Fl(H2(s),∆2) ∀δi

∆1 = diag(δ1, δ1, δ1, δ2)

∆2 = diag(δ1, δ2)

Critique pour le temps de calcul quand on applique les outils
d’analyse de la robustesse.
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MISE SOUS FORME LFT : une méthode graphique

On introduit les incertitudes directement dans le modèle
physique : Exemple : ω = (1 + δ)ω0

[

ẋ1

ẋ2

]

=

[

0 1
−ω2 −2ξω

] [

x1

x2

]

+

[

0
ω2

]

u

y = x1

Minimalité de la représentation garantie dans une certaine
mesure. Ici on a au mieux :

y = Fu(M (s),∆)u

avec
∆ = diag(δ, δ)
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MISE SOUS FORME LFT : une méthode graphique

Factorisation de ω :











ẋ1 = x2

ẋ2 = ω(ω(u − x1) − 2ξx2)
ω = (1 + δ)ω0

ω0

z1 w1 z2 w2

u 1x

z2

z1w1
w2

δ
δ

M(s)

u

2ξ

1/s 1/s

δ

xx 12

+

+ +

+

++

− −

δ

ω0

ω ω

∆

21 / 56INTRODUCTION A L’ANALYSE DE LA ROBUSTESSE (J-M. BIANNIC)



1. Forme standard 2. Principe 3. Bornes 4. Applications

MISE SOUS FORME LFT : une Toolbox

LFR Toolbox , J-F Magni , ONERA/DCSD

Interface Simulink , J-M Biannic, C. Döll , ONERA/DCSD

Ensemble d’outils Matlab permettant :

la génération automatique d’une LFT à partir :

d’une description numérique,
d’une description symbolique,
d’une interconnexion de LFT sous Simulink

la réduction des LFT pour tendre vers la minimalité

disponible en ligne :

http ://www.onera.fr/staff/jean-marc-biannic
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OBTENTION DU SCHÉMA STANDARD

✲ ✲ ✲

✲

❄ ✲ ✲

✲

❄ ✲
✻

✛

✲

+
-

K(s)
H(s)

+

+

+

+

∆1(s) ∆2(s)

∆3

z1 w1 z2 w2

w3 z3
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OBTENTION DU SCHÉMA STANDARD

M (s)

∆(s)

✲

✛

∆(s) = diag(∆1(s),∆2(s), δ1Iq1
, . . . , δnIqn )

∆(s) = diag(∆1(s), . . . ,∆m(s), δ1Iq1
, . . . , δnIqn )

Incertitude structurée de modèle complexe, réelle ou mixte.
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PLAN

1 Calcul d’une forme standard

2 Principe de la µ analyse

3 Calcul des bornes de µ

4 Applications
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PRINCIPE DE LA µ ANALYSE

Cas particulier

Cas général

Cas des structures flexibles

Illustration : cas d’un seul paramètre

Illustration : Ω stabilité

Ce qu’il faut retenir
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PRINCIPE DE LA µ ANALYSE : cas particulier

Stabilité d’une boucle fermée soumise à des incertitudes
paramétriques δi = stabilité du schéma d’interconnexion
standard, avec :

M (s) = (A,B,C , 0) = C (sI − A)−1B

∆ = diag(δi Iqi
)

La boucle fermée nominale est supposée asymptotiquement
stable (i.e. M (s) - valeurs propres de A strictement dans le
demi-plan gauche).

Hypercube unité : D = {δ | − 1 ≤ δi ≤ 1}

Marge de robustesse : kmax

plus grande valeur de k / ∀∆ ∈ kD la BF reste stable.
plus petite valeur de k / ∃∆∗ ∈ kD la BF reste instable.
(∆∗ est la plus petite perturbation déstabilisante)

27 / 56INTRODUCTION A L’ANALYSE DE LA ROBUSTESSE (J-M. BIANNIC)



1. Forme standard 2. Principe 3. Bornes 4. Applications

PRINCIPE DE LA µ ANALYSE : cas particulier

ABF(∆) = A + B∆C

Le principe de la µ analyse repose sur :

la stabilité nominale : A est stable
la continuité des racines de ψ(s, δ) = det(sI − ABF(∆))

ψ(jω, δ) = 0 → pôle sur l’axe imaginaire en jω

ψ(s, δ) = det(sI − A − B∆C )

= det(sI − A)det(I − (sI − A)−1B∆C )

= det(sI − A)det(I − C (sI − A)−1B∆)

= det(sI − A)det(I − M (s)∆)

Limite de stabilité en ω : det(I − M (jω)∆) = 0
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PRINCIPE DE LA µ ANALYSE : cas particulier

De ce qui précède, on voit que la µ analyse est une méthode
fréquentielle.

km(ω) = taille de la perturbation ∆ de plus petite norme qui
amène un pôle sur l’axe imaginaire en jω :

km(ω) = min{k | ∃δ ∈ kD s.t. det(I − M (jω)∆) = 0}

km(ω) =
1

µ(M (jω))

kmax = taille de la perturbation ∆ de plus petite norme qui
amène un pôle sur l’axe imaginaire :

kmax = min
ω

km(ω) = min
ω

1

µ(M (jω))
=

1

maxω µ(M (jω))
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PRINCIPE DE LA µ ANALYSE : cas général

M (s)

∆(s)

✲

✛

∆(s) = diag(∆1(s), . . . ,∆m(s), δ1Iq1
, . . . , δnIqn )

marge de robustesse kmax = plus grande valeur de k telle que la
boucle fermée soit stable ∀∆i(s) et ∀δi avec ‖∆i‖∞ ≤ k et
−k ≤ δi ≤ k.

∆ = diag(∆1, . . . ,∆m , δ1Iq1
, . . . , δnIqn )

On travaille à une fréquence fixée : M = M (j ), ∆ = ∆(j ).
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PRINCIPE DE LA µ ANALYSE : cas général

A pulsation fixée : ∆ = ∆(jω),M = M (jω)

∆ = diag(∆1, . . . ,∆m , δ1Iq1
, . . . , δnIqn ) ∈ C

m∆×m∆

σ(∆) ≤ k ⇔ σ(∆i) ≤ k et − k ≤ δi ≤ k

B∆ = {∆ | σ(∆) ≤ 1}

km =
1

µ(M )
= min{k | ∃∆ ∈ kB∆ s.t. det(I − M∆) = 0}

Retour au schéma d’interconnexion standard M (s) - ∆(s) :
km(ω) = 1

µ(M(jω)) = taille de la perturbation ∆ de plus petite
norme qui amène un pôle sur l’axe imaginaire en jω.

kmax = min
ω

km(ω) = min
ω

1

µ(M (jω))
=

1

maxω µ(M (jω))
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PRINCIPE DE LA µ ANALYSE : modes souples
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PRINCIPE DE LA µ ANALYSE : extensions

Cas d’un seul parametre : ∆ = δI , M (s) = (A,B,C , 0),
valeurs propres de la matrice d’etat A + δBC . Que vaut
µ(M (jω)) en fonction de ω ?

Stabilité dans une région du plan complexe : si les pôles de la
boucle fermée nominale appartiennent à la région, il suffit de
détecter le passage de ces pôles sur la frontière de la région.
On calcule donc µ(M (s)) sur la frontière de la région. Ceci
permet de calculer la performance modale robuste.

Performance robuste H∞ : par extension du bloc ∆, le calcul
de µ sur un modèle augmenté peut permettre de vérifier la
robustesse d’un critère H∞.
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PRINCIPE DE LA µ ANALYSE

Ce qu’il faut retenir :

On détecte le passage des pôles sur l’axe imaginaire : si les
pôles de la boucle fermée nominale sont dans le demi-plan
gauche, trouver la perturbation déstabilisante de plus petite
norme revient à trouver la perturbation de plus petite norme
amenant un pôle de la boucle fermée sur l’axe imaginaire (i.e.
en limite de stabilité).

La µ analyse est une approche a priori fréquentielle : on
calcule µ(M (jω)) en fonction de ω, on en déduit la valeur pic
et la marge de robustesse.

∆ = diag(∆1, . . . ,∆m , δ1Iq1
, . . . , δnIqn )

σ(∆) ≤ k si/si σ(∆i) ≤ k et − k ≤ δi ≤ k
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PLAN

1 Calcul d’une forme standard

2 Principe de la µ analyse

3 Calcul des bornes de µ

4 Applications
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CALCUL DES BORNES DE µ

Structures particulières de perturbations de modèle.

Classification des méthodes de calcul d’une borne de µ.
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CALCUL DE µ : cas d’un bloc complexe plein

M (s)

∆(s)

✲

✛

‖∆(s)‖∞ ≤
1

‖M (s)‖∞

i.e. σ(∆(jω)) ≤
1

σ(M (jω))

⇒ µ(M ) = σ(M ) = σ(M −1)
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CALCUL DE µ : cas d’un scalaire réel fortement répété

ρr(M ) = max{|λ| | λ ∈ R et λ = valeur propre de M}

∆ = δI .

det(I − δM ) = 0 si /si (I − M δ)x = 0 :

Mx =
1

δ
x

δ réel, δ de plus petite taille.
1
δ

de plus grande taille = ρr(M ).
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CLASSIFICATION DES MÉTHODES DE CALCUL
Pas d’expression exacte de µ(M ) dans le cas général :

∆ = diag(∆1, . . . ,∆m , δ1Iq1
, . . . , δnIqn )

Le calcul de µ(M ) est NP complet, sauf cas particulier.
Calcul de bornes inférieure et supérieure de µ + vérification a
posteriori de l’écart entre les deux.
Méthodes de calcul du µ réel, complexe ou mixte.
Algorithmes à temps polynomial ou exponentiel. Les
algorithmes à temps exponentiel peuvent être utiles pour des
problèmes avec peu de paramètres.
Méthodes heuristiques pour le calcul d’une borne inférieure de
µ (maximum local d’un problème d’optimisation non convexe).
Méthodes d’optimisation convexe pour le calcul d’une borne
supérieure de µ (LMI - minimum global d’un problème
d’optimisation convexe).
Compromis temps de calcul / précision.

39 / 56INTRODUCTION A L’ANALYSE DE LA ROBUSTESSE (J-M. BIANNIC)



1. Forme standard 2. Principe 3. Bornes 4. Applications

BORNES INFÉRIEURES ET SUPÉRIEURES DE µ

On a les encadrements suivants :

kL ≤ kmax ≤ kU

µL =
1

kU

≤ µ(M ) ≤ µU =
1

kL

Une borne supérieure de µ fournit une garantie de robustesse.

Une borne inférieure fournit une valeur pire-cas (i.e. une
perturbation déstabilisante) et mesure l’écart avec la borne
supérieure.
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PLAN

1 Calcul d’une forme standard

2 Principe de la µ analyse

3 Calcul des bornes de µ

4 Applications
Avion rigide
Avion souple
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APPLICATION À L’AVION RIGIDE
Description du modèle incertain :

β̇ = Yββ + (Yp + sinα0)p + (Yr − cosα0)r +
g

V
φ+ Yδpδp + Yδrδr

ṗ = Lββ + Lpp + Lr r + Lδpδp + Lδrδr

ṙ = Nββ + Npp + Nrr + Nδrδr

φ̇ = p + tanθ0 r

ny = −
V

g
(Yββ + Ypp + Yrr + Yδpδp + Yδrδr)

ay = ny −
x

g
ṙ +

z

g
ṗ

x = [β, p, r , φ], u = [δp, δr ], y = [ny, p, r , φ].

Yβ = Y 0

β (1 + x1δ1)

Yp = Y 0

p (1 + x2δ2)
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APPLICATION À L’AVION RIGIDE

∆ = diag(δi) = 14 scalaires réels non répétés. Utilisation de
la méthode de Morton.

Un retour statique de sortie.

Modèle de la boucle fermée d’ordre 14.

δi ∈ [−1, 1] -> ± 10 % d’incertitudes sur les coef. aéro.

Borne supérieure de µ = 0.229 en ω = 0.70 rad/s.

Dispersions admissibles = 10%/0.229 ≈ 43.5%.

Borne inférieure de µ = 0.184 en ω = 0.63 rad/s ou 0.177 en
ω = 0.63 rad/s. Ecart de 19 %.
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APPLICATION A L’AVION RIGIDE
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APPLICATION A L’AVION SOUPLE
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CONCLUSION

La µ analyse est une technique d’analyse de la robustesse
maintenant bien éprouvée, plusieurs fois validée sur des
applications industrielles de grande dimension :

ordre élevé (modes flexibles)
nombreuses incertitudes

Une limitation cependant : cas des incertitudes fortement
répétées

Outils sous Matlab

LFR Toolbox (J-F. Magni, J-M. Biannic, C. Döll)
µ analysis and synthesis toolbox
Robust control toolbox
SMT Toolbox (G. Ferreres, J-M. Biannic)
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COMPLÉMENTS

1 Importance des pondérations sur les incertitudes.

2 Performance H∞ robuste

3 Borne supérieure : cas complexe

4 Borne supérieure : cas mixte

47 / 56INTRODUCTION A L’ANALYSE DE LA ROBUSTESSE (J-M. BIANNIC)



1. Forme standard 2. Principe 3. Bornes 4. Applications

IMPORTANCE DES PONDÉRATIONS SUR LES
INCERTITUDES
Un carré dans l’espace des incertitudes normalisées ⇔ un rectangle
dans l’espace des paramètres incertains.

Yβ = Y 0
β (1 + x1δ1) = θ1

Yp = Y 0
p (1 + x2δ2) = θ2

0

stable

θ1

θ2
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PERFORMANCE H∞ ROBUSTE

✛

✲

✲ ✲

M

w z

∆

∆ = diag(δiIqi
) :

‖Fl(M (s),∆)‖∞ ≤ 1 ∀∆ ∈ B∆

σ(Fl(M (jω),∆)) ≤ 1 ∀∆ ∈ B∆
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PERFORMANCE H∞ NOMINALE

∆
w

z

+

−

W(s)

G(s)
M

c

K(s)

Vérification d’un gabarit sur S , avec
z = W (s)S(s)w = M (s)w :

‖M (s)‖∞ ≤ 1 ?

A la pulsation ω, équivalent à un test de stabilité robuste face
à un bloc complexe plein :

µ∆c
(M (jω)) = σ(M (jω)) ≤ 1 ?
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PERFORMANCE H∞ ROBUSTE

✲

✛

✛

✲

✲
z

✲

✲
w

✲
✻

∆

✲

H(s)

+

-

W(s)

✛
∆

K(s)

✲ M

∆c

∆̃ =

[

∆c 0
0 ∆

]
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PERFORMANCE H∞ ROBUSTE

µ∆̃(M (jω)) ≤ 1 si/si :
1 µ∆(M22(jω)) ≤ 1

(condition de stabilité robuste, à satisfaire avant la
performance robuste)
(M22(s) - ∆ = schéma d’interconnection standard si on enlève
les E/S w et z du problème de performance robuste)

2 max∆∈B∆ σ(Fl(M (jω),∆)) ≤ 1
(performance robuste)
(Il s’agit d’assurer la stabilité robuste par rapport au bloc
complexe plein ∆c ∀∆ ∈ B∆, sachant que assurer la stabilité
robuste par rapport à ∆c, pour une valeur donnée de ∆ =
assurer la performance de la BF, pour une valeur donnée de ∆)

Problème de performance robuste = problème augmenté de
stabilité robuste.

Utilisation de bornes inférieure et supérieure de µ∆̃(M (jω))
pour vérifier si µ∆̃(M (jω)) ≤ 1.
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BORNE SUPÉRIEURE : incertitudes complexes

µ∆(M ) ≤ σ(M ) quelle que soit la structure de ∆ :

Toute perturbation structurée de modèle est un cas particulier
de bloc complexe plein.

kL = 1
σ(M) : quel que que soit le bloc complexe plein ∆

vérifiant σ(∆) ≤ kL, on a det(I − ∆M ) 6= 0.

A fortiori, quelle que que soit la perturbation structurée de
modèle ∆ vérifiant σ(∆) ≤ kL, on a det(I − ∆M ) 6= 0.

kL = borne inférieure de la marge, σ(M ) = borne supérieure
de µ∆(M ).
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BORNE SUPÉRIEURE : incertitudes complexes

❄

✛
✻

✲

✛

✲ M

∆

D−1
D

M

∆

D∆ = ∆D quelle que soit la perturbation de modèle ∆ de
structure fixée. D = matrice fixée a priori, qui a la propriété de
commuter avec un type particulier de perturbation structurée
de modèle. La structure de D dépend de celle de ∆ :

1 Cas de deux blocs complexes.
2 Cas de deux scalaires répétés.

det(I − D−1MD∆) = det(I − MD∆D−1) = det(I − M∆)
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BORNE SUPÉRIEURE : incertitudes complexes

µ(M ) ≤ σ(DMD−1) pour D fixé :
1 µ(M ) = µ(DMD−1)

(det(I − M∆) 6= 0 si/si det(I − D−1MD∆) 6= 0)
2 µ(DMD−1) ≤ σ(DMD−1)

Problème d’optimisation convexe par rapport à l’ensemble des
"scalings" D ayant la propriété de commuter avec notre type
particulier de perturbation structurée de modèle :

µ(M ) ≤ inf
D
σ(DMD−1)

Cas de scalaires fortement répétés : intérêt d’avoir un modèle
LFT minimal, voire de complexité aussi faible que possible.

D commute indifféremment avec des scalaires réels ou
complexes. Le caractère spécifiquement réel des incertitudes
paramétriques n’est pas pris en compte.
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BORNE SUPÉRIEURE : incertitudes mixtes

∆ = diag(δ1Ik1
, . . . , δmIkm

,∆1, . . . ,∆n).

D∆ = ∆D :

D = {D = diag(D1, . . . ,Dm, d1Ikm+1
, . . . , dnIkm+n

)

avec Di = D∗

i > 0,Di ∈ C ki ,ki et dj > 0}

G∆ = ∆∗G :

G = {G = diag(G1, . . . ,Gm , 0km+1
, . . . , 0km+n

)

avec Gi = G∗

i ,Gi ∈ C ki ,ki }

Minimiser α sous la contrainte qu’il existe D ∈ D et G ∈ G tq :

M ∗DM + j(GM − M ∗G) ≤ α2D

Problème d’optimisation quasi-convexe.

On retrouve la borne supérieure du µ complexe en posant G = 0.
La borne supérieure du µ mixte est donc nécessairement moins
pessimiste que la borne supérieure du µ complexe.
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